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=  h p : (1)
ここで実数 xに対し [x]は xの整数部分, h p は Q(p)の相対類数である.
この関係式は 2015 年に Hirabayashi によって一般の円分体へ拡張されている ([3]).
f  3を自然数 (ただし f 6 2 (mod 4)), L = Q(f )とする. X L は Lの Dirichlet指標









さらに f に対し 1 と 2 をそれぞれ次のように定める:
1 = ]fa 2 Z : 1  a  [f=2]; (a; f) = 1; a2   1 (mod f)g;




















整数 xに対し R(x)を整数で R(x)  x (mod f), 0  R(x) < f を満たすものとする.
また H を (Z=fZ) = fa : 1  a  f   1; (a; f) = 1g の部分群で  1 を含まないとす
る.このとき H に対応するのは虚 Abel体で,それを K とする. H+ = hf 1g [Hiとし
S  f1; 2; :::; f   1gをGf=H+ の完全代表系で要素を小さいものからとるようにする.た
だし f が偶数かつ f2   1 62 H+ のときは, その代表としては f2   1 をとるようにしてお
く.さらに 1 と 2 をそれぞれ次のように定める:
1 = ]fs 2 S : s2 2 H+ nHg;






(f   a)(f  R(bc))
f















3f   4 (f   2) f : 奇数; 2 2 H+ (2 2 H);
2f f : 奇数; 2 62 H+;
2f   2 (f   2) f : 偶数; f2   1 2 H+ (( f2   1) 2 H);
2f f : 偶数; f2   1 62 H+:
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1
1 序文
N; Z; Q; Rをそれぞれ自然数,整数,有理数,実数全体の集合とする.自然数 nに対し
n を 1の原始 n乗根とする.
1.1 はじめに
代数的整数論の重要な研究対象の一つとして代数体の類数がある. また CM 体に対し,
類数を最大実部分体の類数で割った商は有理整数で相対類数というが,これも重要な不変
量である.
本論文では,主に虚 Abel体の相対類数の考察に集中する.虚 Abel体 K に対し, 相対類
数 h K に関する公式として以下の定理がある.































n を自然数とする. また整数 x に対し, Rn(x) を整数で Rn(x)  x (mod n), 0 







次に (x; n) = 1である整数 xに対し Cn(x)を,
Cn(x) =
(







これらの行列式について n = p (p : 奇素数)とするとそれぞれが関係式をもつ.簡単の
ため h p = h Q(p) としておく.
定理 1.5 (Carlitz-Olson,[1]).










これら定理から K = Q(p) としたときの相対類数 h K に関して異なる二つの行
列式の関係式を得たことになる. なお定理 1.5 の拡張として n = pm の場合, すなわ
ち K = Q(pm) の場合を Kunova([12]) が, K が任意の導手である虚 Abel 体の場合
を Girstmair([6]) が示している. 定理 1.6 においては K の導手が奇数である場合を
Dohmae([2])が示している.
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=  h p :
ここで実数 xに対し, [x]をその整数部分とする.
この定理 1.7については Hirabayashiが一般の円分体へ拡張している. f  3を自然数








ここで Dirichlet指標は常に原始的であるとする.さらに f に対し 1 と 2 をそれぞれ次
のように定める:
1 = ]fa 2 Z : 1  a  [f=2]; (a; f) = 1; a2   1 (mod f)g;















本論文では,定理 1.8 について同様の手法を用いることによって任意の Lの虚の部分体
に対してもその相対類数の行列式表示を与える (第 2節の定理 2.1を参照).
定理 (Kronecker-Weber). Q上の有限次 Abel拡大体はある円分体に含まれる.
この定理より,今回の結果から一般の虚 Abel体に対して Jakubec-Hirabayashi型の行




f  3, f 6 2 (mod 4)とし L = Q(f )の部分体を考える. 簡単のため R(x) = Rf (x)
としておく. H を Gf = (Z=fZ) = fa : 1  a  f   1; (a; f) = 1gの部分群で  1を含
まないとし,指数はmとする.このときH に対応するのは虚 Abel体で,それをK とする.
また H+ = hf 1g [Hiとすると H+ に対応するのは K の最大実部分体 K+ = K \ R
となる. K の Dirichlet指標の奇指標全体は X K = f 2 X L : (H) = 1gとかける.
2.1 主結果
S  f1; 2; :::; f   1gを Gf=H+ の完全代表系で要素を小さいものからとるようにする.
ただし f が偶数かつ f2   1 62 H+ のときは,その代表としては f2   1をとるようにしてお
く.さらに 1 と 2 をそれぞれ次のように定める:
1 = ]fs 2 S : s2 2 H+ nHg;






(f   a)(f  R(bc))
f















3f   4 (f   2) f : 奇数; 2 2 H+ (2 2 H);
2f f : 奇数; 2 62 H+;
2f   2 (f   2) f : 偶数; f2   1 2 H+ (( f2   1) 2 H);
2f f : 偶数; f2   1 62 H+:
注意 1. 左辺の行列式について, 行と列それぞれの要素は同じ並び方である (その並び方
は任意である).
注意 2. この F の値は H に依存していることに加え,完全代表系 S のとり方にも依存し
ている.仮定した S のとり方については,左辺の行列式の形に対して S をそうとれば F は
消えず,かつ上記のように値が具体的に求まるように決めてあるということである (S  Z
を任意にとる場合については第 4節を参照).
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注意 3. Hが自明群である場合,すなわちK = Lとなる場合はとり方から




= 0 ; b 2 S
である.右辺についても i = i (i = 1; 2)であり f の偶奇によらず F = 2f となるため,
この定理は Hirabayashiの定理 1.8のある一般化といえる.
2.2 補題とその証明











































































































































































































































































































































































  (b  1)T ()

























































































式 (2.1), (2.3)をそれぞれ代入して補題 2.4の残りの式 (2.2), (2.4)を得る.
2.3 主結果の証明






(f   b)(f  R(ac))
f
























(f   b)(f  R(ac))
f






























tC を C の転置行列とし以下の行列の積を考える.その行列を Dとおく.
D=




















ここでまずは 2 2 H+ の場合を考える.  2 X K に対し (2) = 1, (符号は 2 2 H
の符号と一致する)であるので上の式は
D =













m2 if a 2 H;
0 otherwise
であるから行列 D の 1列目を a = 1 (S のとり方から 1 2 S である)となるようにし,行
も同様に並べ替えると 0BBB@












; 2 2 H:
次に 2 62 H+ の場合は行列 D の 1 列目を a = 1, 2 列目を a = 2 (S のとり方か
ら 2 2 S である)となるようにし,行も同様に並べ替えると0BBBBB@
(3f   4)m2  (f   2)m2









3f   4  (f   2)













































if 2 62 H+:














となる. 左上と中間の部分は s 2 S で s2 2 H+ となる要素のうち, それぞれ s2 2 H,
s2 2 H+ n H となる要素である. 右下の部分は残りの要素 (すなわち s; s0 2 S; s 6=
s0; ss0 2 H+)である.この行列式の正負は中間の部分の要素の個数と,右下の部分の要素
の組 (s1; s2) 2 S  S; s1 < s2; s1s2 2 H+ の個数で決まり,それぞれ 1 , 2 に対応する
ことがわかる.










2 (3f   4 (f   2))Q2X K  S()2f  if 2 2 H+; 2 2 H;
( 1)1+2 2fQ2X K  S()2f  if 2 62 H+:



























(f   b)(f  R(ac))
f






































































ここでまずは f2   1 2 H+ の場合を考える.  2 X K に対し ( f2   1) = 1 (符号は
( f2   1) 2 H の符号と一致する)であるので上の式は
D =








となる.そこで行列 D の 1列目を a = 1となるようにし,行も同様に並べ替えると0BBB@















  1) 2 H:
次に f2   1 62 H+ の場合は行列 D の 1列目を a = 1, 2列目を a = f2   1 (S のとり方
から f2   1 2 S である)となるようにし.行も同様に並べ替えると0BBBBB@
(2f   2)m2 (f   2)m2













2f   2 f   2












































if f2   1 62 H+:
あとは奇数の場合と同様にして定理の式が得られる.
3 具体例
3.1 f = 37の場合
G37 = (Z=37Z) の非自明な部分群で  1を含まないものは
H1 = f1; 7; 9; 10; 12; 16; 26; 33; 34g; H2 = f1; 10; 26g:
対応する体をそれぞれK1; K2 とおく. f = 37は奇素数であるから
gKj = 1 ; wKj = 2 (j = 1; 2):
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unit indexについて, Hasse([4])はK の導手が素べきのとき QK = 1を示した.よって
QKj = 1 (j = 1; 2):
(1)虚 4次体K1 における表示 (H1 = f1; 7; 9; 10; 12; 16; 26; 33; 34g)







= ( 1)1+0  74  1  h
 
K1




左辺の行列式の値を計算すると  37なので h K1 = 1を得る.
(2)虚 12次体K2 における表示 (H2 = f1; 10; 26g)
このとき 2 62 H2 より F = 2f = 74.また S = f1; 2; 3; 5; 6; 9gである. 1 = 1 (s =
6), 2 = 2 ((s1; s2) = (2; 5); (3; 9))であり定理 2.1から以下の表示を得る:
det
0BBBBBB@
36 36 36 36 36 71
35 35 35 35 35 68
34 34 34 34 33 66
32 32 32 31 32 63
31 31 30 31 30 60
28 27 27 28 27 54
1CCCCCCA = ( 1)
1+2  74  1  h
 
K2




左辺の行列式の値を計算すると  37なので h K2 = 1を得る.
自明群 H = f1g に対応するのはもちろん円分体 K = Q(37) であるが, このときは
h K = 37であることが知られている ([15]. あるいは実際に定理 2.1を用いて得ることも
出来る).以上のことから拡大 K1  K2  K において,円分体 K になってはじめて相対
類数が 1から 37へ増加する様子がわかる.
3.2 f = 52 (= 4  13)の場合
G52 = (Z=52Z) の非自明な部分群で  1を含まないものは
H1 = f1; 5; 9; 17; 21; 25; 29; 33; 37; 41; 45; 49g;H2 = f1; 9; 17; 25; 29; 49g;
H3 = f1; 3; 9; 27; 29; 35g;H4 = f1; 5; 21; 25g;H5 = f1; 25; 31; 47g;
H6 = f1; 9; 29g;H7 = f1; 25g;H8 = f1; 27g:
Hj に対応する体を Kj とおく (j = 1; 2; :::; 8). 52を法とする Dirichlet指標の奇指標
を以下の表にまとめる.
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(n) : 奇指標 (mod 52) (1  n  25 , (n; 52) = 1 , i = p 1, ! = ei=6)
f() 1 3 5 7 9 11 15 17 19 21 23 25
1 4 1  1 1  1 1  1  1 1  1 1  1 1
2 13 1  !2 i ! !4 !5  !5  !4  !  i !2  1
3 13 1 1  i i 1 i  i  1  i i  1  1
4 13 1 !
4 i !5  !2 !  ! !2  !5  i  !4  1
5 13 1  !2  i  ! !4  !5 !5  !4 ! i !2  1
6 13 1 1 i  i 1  i i  1 i  i  1  1
7 13 1 !
4  i  !5  !2  ! ! !2 !5 i  !4  1
8 52 1  1  1 1 1 1 1 1 1  1  1 1
9 52 1  !4 1 !2  !2  !4  !4  !2 !2 1  !4 1
10 52 1 !
2  1 !4 !4  !2  !2 !4 !4  1 !2 1
11 52 1  !4  1  !2  !2 !4 !4  !2  !2  1  !4 1
12 52 1 !
2 1  !4 !4 !2 !2 !4  !4 1 !2 1
27  n  51 , (n; 52) = 1の値は表の 52  nの値の符号を変えれば良い.
今回は gKj = 0となる場合がある.その表示は除外することにする.そのために gKj の
値について, 導手が 4 である指標は (13) = (1) = 1 であるから (Hj) = 1 なる j で
gKj = 0である.導手が 13である指標は (2) = (15)だが上の表より 1となる指標は存
在しない.よって gKj = 0, 1(Hj) = 1. 1(Hj) 6= 1となるのは
H3 = f1; 3; 9; 27; 29; 35g; H5 = f1; 25; 31; 47g; H8 = f1; 27g:
また unit indexについては次の定理がある.
定理 3.1 (Hirabayashi-Yoshino,[10]). p; qを異なる奇素数, a; bを自然数とし, f = 4pa
または f = paqb とする.このとき
[Q(f ) : K]が奇数, QK = 2:
従って QKj の値は Hj の位数の偶奇で決まる.今回は
QKj = 1 (j = 3; 5; 8):
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(1)虚 4次体K3 における表示 (H3 = f1; 3; 9; 27; 29; 35g)
 (f
2
  1) =  25 = 27 2 H3 ) F = f = 52;
X K3 = f3; 6g ) gK3 = 2;








= ( 1)1+0  52  2  h
 
K3




左辺の行列式の値を計算すると  52なので h K3 = 1を得る.
(2)虚 6次体K5 における表示 (H5 = f1; 25; 31; 47g)
f
2
  1 = 25 2 H5 ) F = 3f   4 = 152;
X K5 = f8; 10; 11g ) gK5 = 1;




0@ 0 0 1520 1 145
1 0 133
1A = ( 1)0+1  152  1  h K5




左辺の行列式の値を計算すると  152なので h K5 = 2を得る.
(3)虚 12次体K8 における表示 (H8 = f1; 27g)
 (f
2
  1) =  25 = 27 2 H8 ) F = f = 52;
X K8 = f2; 3; 4; 5; 6; 7g ) gK8 = 2;






24 20 16 12 8 4
23 19 15 11 8 4
22 18 14 11 7 4
21 17 14 10 7 3
20 17 13 10 7 3
19 16 13 9 6 3
1CCCCCCA = ( 1)
1+2  52  2  h
 
K8




左辺の行列式の値を計算すると  4なので h K8 = 1を得る (X K8 や wK8 からわかるよ
うにK8 = Q(13)である).
自明群 H = f1g に対応するのはもちろん円分体 K = Q(52) であるが, このときは
h K = 3であることが知られている ([15]).以上のことからその部分体の中でも特に相対類
数が 2となる虚 Abel体K5 が存在することが確認できる.
4 定理 2.1の行列の拡張
4.1 行列の構成と結果
この節では主結果の行列の拡張を与える. S  Z を任意にとるものとする. さらに
 : Z ! Z を,  (S) もまた Gf=H+ の完全代表系となるような写像とする. 例えば


































例えば定理 2.1で定義される行列はM (2)f;H; 0 とかける.定義されたこれらの行列に対し
ても定理 2.1と同様の証明によって相対類数の行列式表示を得ることができる.
定義 4.2. a; k 2 Z; (k; f) = 1に対し,符号 k(a)を以下で定義する.
k(a) =
8><>:
1 if a 2 kH,
 1 if a 2  kH,
0 otherwise.
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k 2 lH+ ) k(a) = l(k)l(a):
証明. (1)は明らかである. (2)は k 2 lH+ ) kH+ = lH+ ) kH = l(k)lH であるか
ら k(a) = l(l(k)a). あとは (1)から補題の式を得る.
さらに  を f が奇数のとき 2, f が偶数のときは f2   1 とする. また S と に対して,
a; b 2  (S)を a 2 H+, b 2 H+ で定める.
定義 4.4. df = 1+3( 1)
f 1
2 とおく (f が奇数のとき 2,偶数のとき  1である).




   1)(1(a)  1)  (a   1) (df(b)  1)
+( 1)j+f(b)(a   1(a)):
定理 4.5. j = 1; 2に対し,
detM
(j)




注意 4. もし  2 H+ であれば b = a である.さらに補題 4.3の (2)より
((b




)(a   1)(1  1()df ) + ( 1)j+f1()(1(a)a   1): (4.1)
定理 4.5において,例えば f = p (p:奇素数)の場合を考える. r を pを法とする原始根
とし,  = (p   1)=2,さらに 1  n < を rn  2 (mod p)で定める. H = f1g; S =








n + r + 1  2(rn)(3r   1)
2p
h p :
これは [11]の Theorem 2と本質的に等しい.実際に上の行列を変形すれば一行目を除





s(a) = ( 1)f (a  1); t(a) = ( 1)ja  dfs(a) (a 2 Z)




























































であったので jdetD(j)j = jF (j) j  (m2 )
m
2 ならば良い.
ここでまずは  2 H+ の場合を考える.行列 D(j) についてP2X K (a) = 1(a)m2 で








) + ( 1)j 11(a) + 1()s(a)) if a = a0; b = b0;
1(b0)(t( (a)) + 1()s( (a))) if a 6= a0; b = b0;
( 1)j 1 (a)(b) if  (a)  b (mod H+); b 6= b0;
0 otherwise.
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2 j( 1)f (a   1)(1()  df ) + ( 1)j(a   1(a))j:
右辺の絶対値の部分は式 (4.1)の絶対値と一致する.
次に  62 H+ の場合を考える. ak; bk 2 S (k = 0; 1)をそれぞれ
 (a0) = a









) + ( 1)j 11(a)) if a = a0; b = b0;
1(b0)t( (a)) if a 6= a0; b = b0;
(b1)(s(b
) + ( 1)j 1(b)) if a = a1; b = b1;
(b1)s( (a)) if a 6= a1; b = b1;




























































=jt(a)s(b) + ( 1)j 1(b)t(a) + ( 1)j 11(a)s(b) + 1(a)(b)  t(b)s(a)j
=jas(b)  bs(a) + (b)dfs(a)  1(a)s(b) + ( 1)j(b)(1(a)  a)j
=j(s(b)  s(a)) + (b)dfs(a)  1(a)s(b) + ( 1)j(b)(1(a)  a)j
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